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Введение

Наиболее распространенные способы расчета крепей подзем-

ных выработок можно представить в виде трех групп: аналитических,

эмпирико-аналитических методов и численного моделирования [1].

Недостатки применяющихся аналитических и эмпирико-

аналитических способов расчета крепи заключаются в сложности

УДК 622.281.74:004.942
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Описана предлагаемая авторами схема моделирования анкер-

ного крепления линейными (1D) элементами методом конечно-

дискретных элементов. Приведена методика, которую можно при-

менять для обоснования параметров крепления выработок. В реаль-

ных условиях отработки мес то рожде ния выполнено сравнение трех 

схем численного моделирования для определения параметров

искусственного поля напряжений. Показаны примеры моделиро-

вания напряженно-деформированного состояния массива вокруг 

выработок, когда действует неравнокомпонентное поле напряже-

ний. Отражены особенности и преимущества предлагаемого под-
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учета геологической неоднородности массива, недостаточной

достоверности оценки горизонтальных напряжений и различ-

ных особенностей трещиноватых горных пород [1–3]. В моделях, 

основанных на вычислительных методах механики, можно учесть

эти факторы, поэтому в последнее время все более широкое рас-

пространение получило численное моделирование для решения 

задач, связанных с креплением выработок [2–6]).

Однако методы механики сплошной среды, получившие наи-

большее распространение, не воспроизводят запредельные дефор-

мации растяжения (и в меньшей мере – сдвиговые) в горных 

породах и трещинах, из-за чего возникают проблемы с коррект-

ным отражением напряженно-деформированного состояния мас-

сива вокруг выработки. Примеры подобных типичных ситуаций – 

это вывалы в кровле или в боку выработки по трещинам, вывалы 

в кровле очистного пространства (могут происходить частично по 

породе), сжатие целика или стенки выработки с вертикальными 

трещинами, любое сжатие участка породы с концентрацией усилий 

вдоль одной линии (аналогично бразильскому диску). Возникнове-

ние деформаций растяжения вследствие клинового эффекта в зер-

нистой распорной среде отмечает, например, И. И. Кандауров [7]. 

Обзор результатов исследований, описывающих образование тре-

щин отрыва в неоднородной среде, приводит А. А. Ставрогин [8]. 

Зарубежные ученые уже с середины прошлого века утверждают, 

что существенное значение при разрушении скальных пород имеет 

образование трещин отрыва [9]. Широко известно, что при раз-

рушении образца сжатием может происходить образование парал-

лельных направлению сжатия трещин отрыва, аналогичные про-

цессы можно наблюдать и в целиках [10].

Подобные деформации в моделях при применении сплош-

ностных методов должны приводить либо к ошибке вычислений, 

либо к недопустимости принятия результатов подобного модели-

рования. В последнем случае это объясняется тем, что в месте, 

где не реализовался разрыв, возникает фактически несуществу-

ющее взаимовлияние между элементами.

Всё вышеперечисленное обусловливает актуальность разра-

ботки и применения инструментов, которые позволят корректно 

учитывать перечисленные особенности деформирования масси-

вов скальных пород. На это указывает также продолжающееся

увеличение глубины горных работ и размеров выработок.

Деформирование с разрывами и большими сдвигами может 

воспроизводиться дискретно-элементными (ДЭ) и гибридными 

(метод конечно-дискретных элементов (МКДЭ)) [11]) моделями, 

но не может быть смоделировано конечно-элементными методами 

[12–14]. Относительно дискретно-элементных методов следует 

добавить, что их способность воспроизводить деформации растя-

жения ограничена из-за абсолютной жесткости элементов.

МКДЭ позволяет воспроизводить процессы разрывного

и сдвигового дезинтегрирования массива, а также учитывать 

любые исходные напряжения и особенности трещинообразования 

горных пород [11–15].

Следует отдельно отметить, что необходимость применения 

дискретно-элементных моделей при расчетах устойчивости выра-

боток часто подчеркивает Н. Бартон, однако объясняет он это зна-

чительным влиянием трещин на смещения и напряжения, а также 

необходимостью учета снижения напряжений связи до остаточной

прочности в запредельной стадии деформирования [16].

В связи со всем вышеперечисленным в программе Prorock

разработан и реализован новый разрушающийся разрывом 1D

(линейный) элемент, с помощью которого можно учитывать влия-

ние анкеров на устойчивость выработок.

Необходимо отметить, что ранее различные способы моде-

лирования анкерных крепей МКДЭ уже предлагались [4, 17, 18].

В указанных исследованиях демонстрировали способ моделиро-

вания изгиба преднатяженной бетонной балки [17], показывали

применимость метода для симуляции выработки, закрепленной

анкерами [4, 18]. В работе А. Лисьяка [4] кривую деформиро-

вания анкера аппроксимировали линейно-кусочной функцией, что

менее точно отражает реальную механику деформирования, чем

предлагаемая далее схема.

Механика 1D-линейных элементов

Анкеры реализованы в Prorock в виде разрушающихся линей-

ных (1D) элементов, которые работают на растяжение и разруша-

ются при достижении максимальной деформации. Элементы пре-

терпевают нелинейное упругое допредельное (т. е. до достижения

прочности) и нелинейное запредельное деформирование.

В программе Prorock график деформирования элементов

максимально приближен к реальному графику деформирования.

Диаграмму деформирования строят аналогично схеме, определя-

ющей напряжения связи в трещинных элементах в зависимости

от деформации [11, 12]. Параметры данного графика уточнены

в соответствии с фактическими данными, представленными для

анкеров типа split-set (зарубежный аналог самозакрепляющихся

анкеров (СЗА)) [19].

Важная особенность реализованной схемы моделирования

анкера заключается в том, что он будет разрушаться при дости-

жении предельной деформации растяжения. Это важное преиму-

щество МКДЭ, который позволяет в явном виде моделировать

процессы разрушения. При превышении максимального смеще-

ния анкер перестает удерживать элементы модели.

Принятая для модели аппроксимирующая фактические дан-

ные функциональная зависимость напряжений связи σ от дефор-

маций выглядит следующим образом [11].

При деформациях меньше пиковой величины (o < op) напря-

жения связи определяются как

σ = [2o/o op – (o/o op)
2]ftff .

где o – текущая деформация растяжения; op – предельная дефор-

мация растяжения (в момент достижения предела прочности);

ftff  – прочность на разрыв (вырывание).t

При деформировании в запредельной стадии, т. е. при пре-

вышении пиковых деформаций (or >r o > op) используют следу-

ющую функцию:

σ = f(D)ftff ,

где

f(D) = ;

D = (o – op)/(or – r op),
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где D – показатель степени разрушения; A, B, C – константные па-C

раметры функции запредельного деформирования; or – деформа-

ция растяжения, соответствующая окончательной потере несущей

способности анкера.

Параметры функции f(D) следующие: А = 0,63; B = 1,8;

C = 11. ВеличинаC С изменена в сравнении с исходными параме-С

трами [12], чтобы обеспечить наиболее точную аппроксимацию

фактических данных.

Закрепление 1D-элемента выполняют на концах анкера

к определенной точке в треугольном конечном элементе. Для

этого используют барицентрическую систему координат.

Применение метода

С учетом условий отработки одного из мес то рожде ний

полезных ископаемых выполнено обоснование параметров кре-

пления выработок посредством МКДЭ-моделирования. Горно-

геологические условия мес то рожде ния характеризуются относи-

тельно слабыми, размягчающимися под действием влаги поро-

дами. При этом глубина ведения горных работ достаточно боль-

шая, из-за чего имеются сложности с обеспечением устойчиво-

сти выработок. Необходимо выявить условия, при которых допу-

стимо применение СЗА [20, 21] с торкретированием как значи-

тельно более дешевой крепи по сравнению с применявшейся на

подземном руднике на момент выполнения работы.

С этой целью выполнено зонирование мес то рожде ния по

параметрам искусственного поля напряжений. Построены шесть

упрощенных моделей отработки мес то рожде ния, которые позво-

лили определить параметры наведенного поля напряжений: три

схемы моделирования на два варианта системы разработки (с

закладкой и обрушением). Первые две схемы предполагали при-

менение МКЭ (реализация в программе RS2), третья – МКДЭ.

По схеме 1 обрушенный массив заменяли распределенными

нагрузками, рассчитанными с учетом разрыхления горных пород,

закладку учитывали только путем замены свойств руды на 

свойства закладочного массива. По схеме 2 в моделях задавали

свод обрушения над отработанным пространством, высоту свода

рассчитывали эмпирически как HoH  = 4m, m – мощность отра-

батываемого рудного тела [22]. При закладке вместо мощности

рудного тела принимали эффективную мощность, учитывающую

недозакладку закладочного материала (mэ = 0,2m). По схеме 3

исключали элементы руды или заменяли ее свойства на свойства 

закладочного массива в зависимости от системы разработки.

Природное поле напряжений принимали близким к гидростатиче-

скому в соответствии с ранее выполненными исследованиями.

На рис. 1 показаны результаты выполненного моделирования.

Усредненные полученные параметры искусственного поля

напряжений представлены в табл. 1.

Результаты выполненного моделирования показали, что при

применении схемы 1 разница между главными напряжениями при

Таблица 1. Параметры искусственного поля напряжений
вокруг выработанного пространства

Система 
разработки

Под выработанным 
пространством

Сбоку от выработанного 
пространства

σ1(гор.), 
МПа

σ3(верт.), 
МПа

σ1(верт.), 
МПа

σ3(гор.), 
МПа

Схема 1 (МКЭ)

С закладкой 15 7 27 9

С обрушением 14 11 18 13

Схема 2 (МКЭ)

С закладкой 17 6 24 7

С обрушением 25 7 29 9

Схема 3 (МКДЭ)

С закладкой 17 6 27 10

С обрушением 17 7 27 10

П р и м е ч а н и е. σ1, σ3 – главные наибольшее и наименьшее

напряжения соответственно

Рис. 1. Результаты моделирования отработки мес то рожде ния для определения параметров искусственного поля напряжений:
а, в, д – по системе с обрушением; б, г, е – по системе с закладкой; а, б – схема 1; в, г – схема 2;г д, е – схема 3
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отработке запасов с обрушением оказывается значительно ниже, 

чем при отработке с закладкой. Это достаточно противоестествен-

ный результат, в связи с чем и было проведено дополнительное 

моделирование по двум другим схемам. Результаты моделирова-

ния всеми тремя способами достаточно хорошо соотнеслись в слу-

чае закладки выработанного пространства, моделирование же 

обрушения вмещающих пород приводит к достаточно неоднознач-

ным результатам. Можно заметить, что параметры поля напряже-

ний, определенные МКДЭ-моделированием, находятся посередине 

между значениями, полученными при применении различных схем 

МКЭ-моделирования. В схемах 2 и 3 соотношения главных напря-

жений при различных системах разработки выглядят более реа-

листичными. При этом схема 2 имеет недостаток, обусловленный 

необходимостью эмпирического расчета высоты свода обрушения.

Сравнение трех способов моделирования показало, что наибо-

лее достоверные результаты получаются при применении МКДЭ-

моделирования. Поэтому для моделирования НДС массива вокруг 

выработки в искусственном поле напряжений выбраны его компо-

ненты, определенные по схеме 3.

Достойным внимания, по мнению авторов, является то, что

вокруг выработанного пространства в МКДЭ-модели образу-

ются протяженные трещины, которые разделяют массив на обла-

сти концентрации и разгрузки напряжений. Это показывает, 

насколько искусственное поле напряжений может варьироваться

в пространстве, что, по-видимому, следует учитывать при прове-

дении замеров.

Для построения модели для расчета параметров крепле-

ния приняты следующие характеристики анкеров СЗА: несущая

способность 50 кН при диаметре анкера 48 мм; длина анкеров

2,25 м (уточняли в ходе моделирования). Расстояние между 

анкерами 0,9 м, смещение до установки анкера 10 мм.

Моделирование выполняли для двух вариантов размещения

выработки: во вмещающих породах и в руде. Таким образом полу-

чились четыре модели: по два варианта исходного НДС и вмеща-

ющих пород. Установлено, что руда обладает более низкой проч-

ностью. Для выработок под выработанным пространством не учи-

тывали возможное отклонение векторов главных напряжений, 

которое достигает 20°. Породный массив блочный, с близким 

к диагональному расположению двух систем трещин.

На рис. 2 показаны результаты выполненного в программе 

Prorock моделирования НДС массива.

Из рис. 2 наглядно видно, что устойчивость выработки при 

принятых параметрах крепления обеспечивается во вмещающих

породах в любых условиях, а в руде – только под выработанным 

пространством. Устойчивость выработки не будет обеспечиваться 

в руде при расположении выработки в боковых участках очист-

ного пространства, т. е. в этих условиях следует применять дру-

гую схему крепления.

Рис. 2. Дифференциальные напряжения в закрепленном массиве вокруг выработки:
а, в – под выработанным пространством; б, г – сбоку от выработанного пространства;г а, б – вмещающие породы; в, г – рудаг
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Наблюдается сравнительно больший объем вывалов в руде,

обладающей худшими прочностными свойствами, а также при

бо�льших напряжениях в массиве.

Контур выработки в породе под выработанным простран-

ством не будет претерпевать значительных смещений, которые

в модели едва достигают 4 см. В боку выработанного простран-

ства смещения будут превышать 5 см. В руде под выработанным

пространством смещения на контуре превышают 7 см, что по 

результатам сравнения с другими, не описанными в данной статье

моделями, является опасной величиной.

При потере несущей способности анкеров происходит про-

грессирующее разрушение выработки.

Анализ смещений контура выработки позволяет сделать

вывод, что крепление выработок, пройденных во вмещающих

породах под очистным пространством, можно несколько оптими-

зировать. В то же время выработки, пройденные там же по руде,

по-видимому, будут обладать низким запасом устойчивости.

Также следует обратить внимание на области разгрузки (см.

рис. 2). Это блоки вокруг выработки, обособившиеся от массива,

а также области в глубине массива, где происходит изгиб пород-

ных перемычек (балок). Последнее подчеркивает отличие МКДЭ

от методов дискретных элементов, которые не могут воспроиз-

водить изгибы и другие упругие деформации. Влияние данных

упругих деформаций на устойчивость, по-видимому, достаточно

велико, так как свойства породы и руды различаются значительно

только сцеплением и модулем упругости, при этом степень устой-

чивости выработки в них варьирует значительно.

Результаты расчета деформаций анкеров и нагрузок, действу-

ющих на них, представлены по зонам действия в табл. 2.

Анализ деформаций показал, что в основном анкеры нахо-

дятся в допредельной стадии деформирования или близки к пре-

дельному состоянию. В руде при действии наведенных горизон-

тальных напряжений в кровле выработки отмечаются анкеры

(2–7), находящиеся в запредельном деформированном состоя-

нии, однако имеется некоторый запас растяжения по ним.

Характерно, что по результатам моделирования фиксируется

повышение интенсивности вывалов и разрушений за контуром

выработки в областях концентрации напряжений. При вертикаль-

ных максимальных напряжениях интенсивное трещинообразова-

ние происходит в боках выработки (рис. 3). Это косвенно сви-

детельствует о корректности и реалистичности моделей, а также

о том, что МКДЭ-модели могут быть использованы для обратного

анализа напряженного состояния массива по результатам съемки

вывалов и деформаций в выработках.

Также установлено, что разрушения происходят не только

по системным трещинам, но и по породным перемычкам между

ними. Накопление и объединение этих локальных разрушений

приводит к потере устойчивости выработок. Очевидно, что данный

процесс нельзя воспроизвести МКЭ- и аналогичными методами.

Заключение

Авторами описаны причины, обусловливающие необходи-

мость применения МКДЭ для расчета устойчивости подземной 

выработки, сооруженной в скальных горных породах.

Описана механика 1D-элементов, реализованная в программе 

Prorock, для МКДЭ-моделирования анкеров.

На примере реального подземного рудника показано действие

методики, основанной на методе конечно-дискретных элементов,

которая может применяться для определения допустимых пара-

метров крепления с учетом влияния очистного пространства.

Для определения параметров искусственного поля напряже-

ний по трем различным схемам выполнено моделирование отра-

ботки мес то рожде ния, которое показало, что более достоверные

результаты показали схемы 2 и 3. Схема 2 представляет собой

конечно-элементное моделирование с явным заданием в модели 

свода обрушения на основе эмпирических расчетов. Схема 3

предполагает моделирование методом конечно-дискретных эле-

ментов. На примере схемы 1 показано, как применение метода

конечных элементов может приводить к занижению прогнози-

руемых наведенных напряжений при моделировании отработки

с обрушением.

Особенностью симуляции методом конечно-дискретных эле-

ментов является то, что в модели отражаются зоны концентрации

напряжений, приуроченные к образовавшимся протяженным тре-

щинам вокруг отработанного пространства.

МКДЭ-моделирование выработки в различных условиях 

позволило определить условия, в которых допустимо применение

крепления горных выработок анкерами СЗА и торкретированием.

Таблица 2. Суммарные нагрузки на анкеры по зонам действия, кН

Условия Левый бок (анкеры 1–3) Кровля (анкеры 4–7) Правый бок (анкеры 8–10) Суммарно (анкеры 1–10)
Порода под выработанным пространством 160,8 232,5 151,3 544,6

Порода в боку выработанного пространства 203,1 275,9 167,5 646,5

Руда под выработанным пространством 203,0 174,1 189,6 566,7

Рис. 3. Трещинообразование вокруг выработки, пройденной
в массиве с преобладающими вертикальными напряжениями
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В отличие от МКЭ-моделей, использование МКДЭ-моделей 

дает четкое представление о том, происходит ли разрушение 

выработки или она находится в предельном состоянии, что позво-

ляет не закладывать дополнительный запас устойчивости свыше

принятого в моделях. Благодаря этому возможна оптимизация 

параметров крепей на основе МКДЭ-моделирования. На факти-

ческом примере показано, как МКДЭ-моделирование позволило

определить условия, в которых возможно применение более эко-

номичного способа крепления выработок.
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Abstract

The article substantiates the relevance of modeling rock bolt support by the finite–discrete element 

method for calculating stability of underground mine workings. The mechanics of 1D elements 

implemented in Prorock program is described.

For the real conditions of an underground mine, the method for determining the permissible parameters 

of support is shown, taking into account the influence of the mining area.

The parameters of the artificial stress field were found from the numerical simulation of mining using 

three different schemes. Schemes 2 and 3 showed more realistic and closer to each other results. 

Scheme 2 is a finite element simulation with an explicit specification in the caving arch model based 

on empirical calculations. Scheme 3 assumes modeling by the finite–discrete element method. Scheme 

1 shows how the use of FEM can lead to an underestimation of the predicted induced stresses when 

simulating mining with caving.

FDEM modeling of mine workings in various conditions made it possible to determine permissive 

provisions for the use of compound support systems based on self-attaching frictional rock bolts 

(manufactured by Ural EnergoResource, Magnitogorsk). The conditions for ensuring stability during 

construction of mine workings in heavily disturbed and fractured rock masses are demonstrated taking 

into account the influence of the stoping area.

The examples show that, in contrast to FEM, the FDEM models can distinguish between the conditions 

under which a mine working is in the limiting state and under which it fails. Due to this, the stability 

reserve as a result of the simulation is determined more accurately, which makes it possible to optimize 

the parameters of mine support systems based on the FDEM simulation. A case-study describes how 

FDEM-based modeling allows finding conditions for using a more economical method of supporting 

underground excavations in comparison with the techniques adopted in the mine.

The study was carried out in cooperation with M. V. Kotik, Project Group Manager at Ural EnergoResource, 

Magnitogorsk, Russia.

Keywords: rock bolt support, self-attaching frictional rock bolt, finite–discrete element method, finite 

element method, stress–strain behavior, rock fracturing, failure, post-limiting deformation.
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